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Résumé— Ce travail propose une nouvelle technique de 
modélisation des systèmes d’ordre fractionnaire décrits par une 
fonction de transfert fractionnelle. L’idée de base exploite 
l’approche multimodèle en déterminant une base des modèles 
reposant sur les ordres fractionnaires intervenant dans la 
fonction de transfert fractionnelle initiale. Des simulations et  
des études comparatives menées sur des exemples académiques 
montreront  l’intérêt  de l’approche de modélisation avancée  et 
son avantage par rapport  à la modélisation par une fonction de 
transfert d’ordre fractionnaire unique approximée par un 
modèle d'ordre entier. 
 
Mots-clés— Systèmes d’ordre fractionnaire, modélisation,  
approche multimodèle, modèles extrêmes. 

I. INTRODUCTION 
L’analyse d’une large catégorie de processus physiques 

tels que le bruit électronique [1], les réseaux de 
télécommunication [2], la mécanique des fluides [3], la 
polarisation électrode-électrolyte [4] a montré que les tracés 
de Bode de ces systèmes sont caractérisés par une pente 
d’ordre fractionnaire et par un comportement temporel régi 
par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Ce type 
de processus est connu comme système d’ordre fractionnaire. 
A ce jour, ce type de systèmes a été étudié de différents 
points de vue, tels que l'analyse de stabilité [5], [6], 
l’identification [7], [8], l’approximation [9], [10] et la 
commande [11], [12]. Cependant, la modélisation par une 
fonction d’ordre fractionnaire exige, préalablement, 
l’approximation de cette dernière. En effet, les fonctions 
d'ordre fractionnaire sont des fonctions de dimension infinie 
et par conséquent il est très difficile de les mettre en œuvre 
pratiquement ou de les simuler numériquement. De même, les 
outils de calcul et de simulation sont incapables de traiter 
directement les équations différentielles d’ordre fractionnaire. 
Plusieurs méthodes d’approximation ont été développées dans 
la littérature. La plupart d'entre eux sont basées sur 
l'approximation du système d'ordre fractionnaire par un 
modèle d'ordre entier.       

Un des problèmes majeurs de ces méthodes 
d’approximation est que les résultats ne sont pas exacts, 

fiables ou satisfaisants lorsque le système est approximé par 
un modèle d’ordre simple, tel que le premier ordre. Et si, par 
contre, le modèle est d’ordre élevé, sa complexité peut 
empêcher la compréhension et rend la conception du 
contrôleur plus difficile. 

Pour surmonter le problème de l’ordre élevé obtenu par 
approximation, certains travaux sur la réduction de dimension 
du modèle ont été faits [13]. Cependant, étant donné que 
l'approche de réduction de dimension du modèle se base aussi 
sur une approximation, une incertitude supplémentaire est 
introduite dans les résultats. D’où la nécessité d’un outil 
puissant pour contourner les difficultés de modéliser les 
systèmes d’ordre fractionnaire. 

Dans ce papier, on propose d’exploiter l’approche 
multimodèle afin d’arriver à un modèle final capable de 
représenter convenablement les systèmes linéaires d’ordre 
fractionnaire dans ses différents domaines de fonctionnement.     

Le reste du papier est organisé comme suit : dans la 
deuxième section, on présente les systèmes d’ordre 
fractionnaire. L’approche multimodèle est présentée dans la 
section 3. La nouvelle stratégie de modélisation des systèmes 
d’ordre fractionnaire par exploitation de l’approche 
multimodèle est détaillée dans la section 4. Pour illustrer la 
précision et l’efficacité de l’approche proposée dans le 
domaine temporel, les résultats de simulation sont donnés 
dans la section 5. 

II. SYSTÈMES D’ORDRE FRACTIONNAIRE 

A. Operateurs d’ordre fractionnaire 
L’opération de dérivation ou d’intégration d’ordre 

fractionnaire est la généralisation de la dérivation ou 
intégration classique entière à des ordres quelconques non 
entiers irrationnels ou complexes [14]. 

L'opérateur intégro-différentiel continu est défini 
comme [14] : 
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 𝐷𝑡0
0

𝑡
𝛼 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
             si  𝑅𝑒(𝛼) > 0

1                  si  𝑅𝑒(𝛼) = 0

� (𝑑𝜏)−𝛼
𝑡

𝑡0
  si  𝑅𝑒(𝛼) < 0

� (1) 

où  𝛼  est l’ordre de l’opération, 𝑡0  et 𝑡 sont des limites de 
l’opération et 𝑅𝑒(𝛼) est la partie réelle de 𝛼. De plus, l’ordre 
factionnaire peut être un nombre complexe [10]. Dans ce 
document, on s’intéresse au cas où  l’ordre fractionnaire est 
un nombre real (𝛼 ∈ ℝ). 

Les deux définitions les plus fréquemment utilisées sont: 
définition de Grünwald-Letnikov et définition de Riemann-
Liouville. 

La définition de Grünward-Letnikov est donnée par [15] : 

 𝐷𝑡0
0

𝑡
𝛼𝑓(𝑡) = lim

ℎ→0

1
ℎ𝛼

� (−1)𝑘 �𝛼𝑘�

�𝑡−𝑡0ℎ �

𝑘=0

𝑓(𝑡 − 𝑘ℎ) (2) 

où �𝑡−𝑡0
ℎ
� désigne la partie entière de 𝑡−𝑡0

ℎ
, 

et �𝛼𝑘�  représente le binôme de Newton généralisé à des 
nombres réels avec : 

 �𝛼𝑘� =
Γ(𝛼 − 1)

Γ(𝑘 + 1)Γ(𝛼 − 𝑘 + 1)
 (3) 

où Γ(𝛼) est la fonction Gamma d’Euleur : 

 Γ(𝛼) = � 𝑒−𝑥
∞

0
𝑥𝛼−1𝑑𝑥  (4) 

La définition de Riemann-Liouville de la dérivée ou de 
l’intégrale d’ordre fractionnaire 𝛼 est donnée par [16] : 

 

𝐷𝑡0
0

𝑡
𝛼

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 1
Γ(−𝛼)

� (𝑡 − 𝑥)−𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

𝑡0
  si  𝛼 < 0

𝑓(𝑡)                                                si  𝛼 = 0

�𝐷
𝑛� 𝐷𝑡0

0
𝑡
𝛼−𝑛𝑓(𝑡)�            

n=min{𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 > 𝛼}
�            si  𝛼 > 0

�  (5) 

Les deux définitions sont équivalentes quand 𝑓(𝑡0) =
𝐷𝑡0
0

𝑡
1𝑓(𝑡0) = ⋯ = 𝐷𝑡0

0
𝑡
∞𝑓(𝑡0) = 0 [17]. 

 
La transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre 

fractionnaire d’une fonction temporelle est donnée par [17], 
[18] : 

 ℒ{ 𝐷00 𝑡
−𝛼𝑓(𝑡)} = 𝑠−𝛼𝐹(𝑠) (6) 

avec : 𝛼 > 0. 
Et quand 𝑓(0) = 𝐷00 𝑡

1𝑓(0) = ⋯ = 𝐷00 𝑡
∞𝑓(0) = 0 , la 

transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire est 
donnée par : 

 ℒ{ 𝐷00 𝑡
𝛼𝑓(𝑡)} = 𝑠𝛼𝐹(𝑠) (7) 

avec : 𝛼 > 0. 
Afin d’alléger les notations, nous considérons dans la suite 

de ce papier que 𝐷00 𝑡
𝛼 = 𝐷𝛼. 

B. Représentation de systèmes linéaires d’ordre 
fractionnaire 

Un système linéaire d’ordre fractionnaire peut être décrit 
comme dans le cas entier par trois modèles. 

1)  Equation différentielle d’ordre fractionnaire:   
L’équation différentielle représentant un système d’ordre 

fractionnaire s’écrit sous la forme : 

 
𝑎𝑛𝐷𝛼𝑛𝑦(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝐷𝛼𝑛−1𝑦(𝑡) + ⋯+𝑎0𝐷𝛼0𝑦(𝑡) =
𝑏𝑚𝐷𝛽𝑚𝑢(𝑡) + 𝑏𝑚−1𝐷𝛽𝑚−1𝑢(𝑡) + ⋯+𝑏0𝐷𝛽0𝑢(𝑡)

 (8) 

où : 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ∈  ℝ ; 𝑢(𝑡)  et  𝑦(𝑡)  désignent respectivement 
l’entrée et la sortie du système ; et 𝛼𝑘, 𝛽𝑘 ∈  ℝ+. 

2)  Fonction de transfert  d’ordre fractionnaire:   
L’application de la transformée de Laplace à l’équation (8), 

avec conditions initiales nulles, donne la fonction de transfert 
suivante : 

 𝐺(𝑠) =
𝑏𝑚𝑠𝛽𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑠𝛽𝑚−1 + ⋯+𝑏0𝑠𝛽0

𝑎𝑛𝑠𝛼𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝛼𝑛−1 + ⋯+𝑎0𝑠𝛼0
 (9) 

3)  Représentation d’état de systèmes d’ordre fractionnaire:   
Comme dans le cas entier, une représentation d’état 

d’ordre fractionnaire comporte deux équations [9], [19], [20] : 
• une équation d’état d’ordre fractionnaire dans 

laquelle le vecteur  d’état ne fait plus l’objet d’une 
dérivation unitaire mais d’une dérivation d’ordre 
fractionnaire réel. 

• Une équation d’observation identique à celle du 
cas entier. 

 �𝐷
𝛼𝑥(𝑡) = A𝑥(𝑡) + B𝑢(𝑡)
𝑦(𝑡) = C𝑥(𝑡) + D𝑢(𝑡)

� (10) 

C. Simulation de systèmes d’ordre fractionnaire 
La simulation d’un système d’ordre fractionnaire est dans 

la plupart des cas très compliquée [17], [20]. Plusieurs 
approches, permettant de simuler les systèmes d’ordre 
fractionnaire, ont été développées dans la littérature. La 
plupart d'entre elles sont basées sur l'approximation du 
système d'ordre fractionnaire par un modèle d’ordre entier. 
Ces approches consistent à calculer la sortie du système en 
utilisant un modèle rationnel continu équivalent, obtenu à 
partir de l’approximation du modèle d’ordre fractionnaire à 
l’aide d’un opérateur ou d’une représentation spéciale [21]. 
La méthode la plus couramment utilisée a été proposée par 
Oustaloup. Cette méthode repose sur l’approximation en 
temps continu de l’opérateur d’ordre fractionnaire 𝑠𝛼, par une 
fonction rationnelle en utilisant une distribution récursive de 
zéros et pôles d’ordre entier, répartis dans une bande de 
fréquence limitée. 
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L’approximation par la méthode d’Oustaloup de 
l’opérateur fractionnaire 𝑠𝛼  sur la bande de fréquence 
[𝜔𝑏 , 𝜔ℎ] est donnée par [10]: 

 𝑠𝛼 = 𝐾 �
𝑠 + 𝜔𝑘

′

𝑠 + 𝜔𝑘

𝑁

𝑘=−𝑁

 (11) 

avec : 

𝜔𝑘
′ = 𝜔𝑏 �

𝜔ℎ

𝜔𝑏
�
𝑘+𝑁+12(1−𝛼)

2𝑁+1
 ,𝜔𝑘 = 𝜔𝑏 �

𝜔ℎ

𝜔𝑏
�
𝑘+𝑁+12(1+𝛼)

2𝑁+1
  

et 𝐾 = 𝜔ℎ
𝛼 .  

Cette approximation, attrayante par son caractère 
systématique, peut mener à des systèmes entiers de 
dimension élevée. Un compromis devra donc être trouvé 
entre qualité de l’approximation et dimension du système 
[22]. 

III. APPROCHE MULTIMODELE 
Comme son nom l’indique, un multimodèle fait appel à 

plusieurs modèles 𝑀𝑖 (figure 1) dont la simplicité représente 
un avantage important de cette approche. Ces modèles 
constituent ce qu’on appelle « base » ou « bibliothèque » de 
modèles.  

 
Fig. 1  Modélisation du système par une approche multimodèle 

Les modèles 𝑀𝑖  n’ont, souvent, rien à voir avec le 
processus réel envisagé dans sa globalité. Ils peuvent être 
d’ordres et de structures différents mettant en jeu plusieurs 
paramètres différents [23]. 

Chaque élément de la bibliothèque ne peut reproduire le 
comportement du système que dans un ou quelques domaines 
de fonctionnement bien particuliers, d’où le rôle du « bloc de 
décision ». Ce bloc permet d’estimer la pertinence appelée 
aussi validité 𝑣𝑖  de chaque modèle en fonction d’un certain 
nombre de paramètres. Cette validité doit vérifier la propriété 
de la somme convexe définie par : 

 �
𝑣𝑖 ∈ [0,1]  ;   𝑖 = 1,2, … , 𝐿

� 𝑣𝑖
𝐿

𝑖=1
= 1                           

� (12) 

Ces coefficients sont calculés plus couramment par 
l’approche des résidus formulés par la différence entre la 
sortie réelle et les sorties des sous-modèles. 

Plusieurs approches de calcul des validités ont été 
proposées dans la littérature [24]-[26]. L’approche des résidus 
est la plus couramment utilisée. Cette approche se repose sur 
le calcul, à chaque instant, de l’écart entre la sortie du 
processus et celles des différents modèles 𝑀𝑖 de la base : 

 𝑟𝑖 = |𝑦 − 𝑦𝑖|   ;      𝑖 = 1, … , 𝐿 (13) 

avec 𝑦 : la sortie du processus et 𝑦𝑖  : la sortie du modèle 𝑀𝑖. 
Les validités sont déduites à partir de la relation suivante : 

 
𝑣𝑖 = 1 −

𝑟𝑖
� 𝑟𝑗

𝐿
𝑗=1

   ;      𝑖 = 1, … , 𝐿 (14) 

Les validités normalisées, satisfaisant la propriété de 
somme convexe, sont données par : 

 𝑣𝑖𝑛 =
𝑣𝑖

� 𝑣𝑗
𝐿
𝑗=1

   ;      𝑖 = 1, … , 𝐿 (15) 

A partir des sorties de la bibliothèque de modèles et de 
celles du bloc de décision, le bloc de sortie a pour fonction de 
combiner toutes ces informations afin de calculer la sortie 
multimodèle  𝑦𝑚𝑚(𝑡) à chaque instant donnée par : 

 𝑦𝑚𝑚(𝑡) = � 𝑣𝑖
𝐿

𝑖=1
(𝑡)𝑦𝑖(𝑡) (16) 

où  𝑦𝑖  est la sortie de sous modèle 𝑀𝑖 de la bibliothèque de 
modèles. 

IV. PROPOSITION D’UNE NOUVELLE STRATEGIE DE 
MODELISATION DES SYSTEMES D’ORDRE FRACTIONNAIRE 

Deux classes de systèmes d'ordre fractionnaire sont 
considérées dans ce papier : 

- Systèmes décrits par la fonction de transfert 
fondamentale d’ordre fractionnaire définie par Cole-
Cole [27] : 

 𝐺(𝑠) =
𝑏

1 + (𝜏0𝑠)𝛼 =
𝑏

1 + 𝑎𝑠𝛼
 (17) 

avec : 𝑎 = (𝜏0)𝛼  , 𝑏 ∈ ℝ, 𝜏0 est un nombre réel positif 
et  0 < 𝛼 < 1. 

- Systèmes décrits par la fonction de transfert d’ordre 
fractionnaire suivante : 

 𝐺(𝑠) =
𝑏0

𝑎0 + 𝑎1𝑠𝛼 + 𝑎2𝑠𝛽
 (18) 

avec : 𝑏0, 𝑎0, 𝑎1 𝑒𝑡 𝑎2 ∈ ℝ, 0 < 𝛼 < 1 et 1 < 𝛽 < 2. 
En exploitant l’approche multimodèle, la nouvelle 

technique proposée, de modélisation des systèmes d’ordre 
fractionnaire, repose sur l’obtention d’une base des modèles 

ymm 
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y2 
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ou bibliothèque 
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⋮ 
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u
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extrêmes d’ordre entier. Les ordres de ces sous-modèles 
représentent les entiers limites à gauche et à droite de l’ordre 
non entier du système. 

Reprenons les deux classes de systèmes décrits  par les 
deux fonctions de transfert (17) et (18), deux bases de 
modèles peuvent être construites : 

• Première classe de systèmes: 
Comme 0 < 𝛼 < 1  , la base de modèles est 
composée de deux modèles : 

 
      𝐺1(𝑠) =

𝑏
1 + 𝑎𝑠0

=
𝑏

1 + 𝑎

et    𝐺2(𝑠) =
𝑏

1 + 𝑎𝑠1
=

𝑏
1 + 𝑎𝑠

 (19) 

• Deuxième classe de systèmes: 
Comme 0 < 𝛼 < 1  et 0 < 𝛽 < 2 , la base de 
modèles est composée de deux modèles : 

 
  𝐺1(𝑠) =

𝑏0
𝑎0 + 𝑎1𝑠0 + 𝑎2𝑠1

=
𝑏0

(𝑎0 + 𝑎1) + 𝑎2𝑠

et 𝐺2(𝑠) =
𝑏0

𝑎0 + 𝑎1𝑠1 + 𝑎2𝑠2
=

𝑏0
𝑎0 + 𝑎1s + 𝑎2𝑠2

 (20) 

 
Une fois la base des modèles déterminée, la sortie 

multimodèle, est obtenue par une combinaison des sorties des 
modèles locaux pondérés par leurs indices de validité calculés 
par l’équation (15) : 

 𝑦𝑚𝑚(𝑡) = 𝑣1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝑣2(𝑡)𝑦2(𝑡) (21) 

avec : 𝑦1 et 𝑦2 sont respectivement la sortie de sous-modèles 
représentée par la fonction de transfert 𝐺1 et la sortie de sous-
modèle représentée par la fonction de transfert 𝐺2 ;  𝑣1 et 𝑣2 
leurs validités respectives. 

V. EXEMPLES DE SIMULATION 
Pour illustrer la précision et l’efficacité de l’approche 

proposée dans le domaine temporel, deux exemples de 
simulation sont considérés. 

A. Exemple 1 
Considérons le système d'ordre fractionnaire représenté par 

la fonction de transfert de Cole-Cole donnée par l'équation 
suivante avec  𝛼 = 0.7, 𝑏 = 1 et 𝜏0 = 1 [8], [20]: 

 𝐺(𝑠) =
1

1 + 𝑠0.7 (22) 

En appliquant l’approche de modélisation proposée, deux 
modèles constituent la base de modèles. Leurs fonctions de 
transfert  respectives sont données par : 

 𝐺1(𝑠) =
1
2

et 𝐺2(𝑠) =
1

1 + 𝑠
 (23) 

En appliquant un échelon unitaire en entrée, la sortie 
multimodèle est obtenue par fusion entre les sorties de deux 
sous-modèles pondérées par leurs validités respectives 
(estimées par l’approche des résidus). 

La figure 2 présente les évolutions des sorties respectives 
multimodèle et système d’ordre fractionnaire. Cette figure 
montre clairement que la sortie obtenue par la technique 
proposée suit correctement la sortie du système. Ceci est 
prouvé, aussi, par la figure 3 qui présente l’évolution de 
l’erreur absolue donnée par : 

 𝑒𝑟(𝑡) = |𝑦(𝑡) − 𝑦𝑚𝑚(𝑡)| (24) 

avec : 𝑦  est la sortie du système et 𝑦𝑚𝑚  est la sortie 
multimodèle. 

 
Fig. 2  Evolution des sorties système et multimodèle 

 
Fig. 3  Evolution des erreurs absolues entre la sortie du système et la sortie 
multimodèle 

Pour monter l’efficacité de la nouvelle technique, pour la 
modélisation d’un système d’ordre fractionnaire, par rapport à 
la modélisation par fonction d’ordre fractionnaire qui exige 
l’approximation de cette dernière, une comparaison a été faite 
en appliquant la méthode d’Oustaloup comme approche 
d’approximation (cf. paragraphe II-C). L’opérateur 
fractionnaire 𝑠0.7  est approximé sur la bande de fréquence 
[10−2, 104] avec 𝑁 = 6.  

Les résultats de simulation sont donnés sur les figures 4 et 
5. Ces figures montrent que la nouvelle technique de 
modélisation offre une précision très satisfaisante meilleure 
que les résultats fournis par la technique de modélisation par 
fonction d’ordre fractionnaire. 
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Fig. 4  Evolution des sorties système, multimodèle et Oustaloup 

 
Fig. 5  Evolutions des erreurs absolues entre les sorties 

B. Exemple 2 
L’approche proposée a été aussi appliquée sur le modèle 

dynamique fractionnaire, d’un four de chauffage, représenté 
par la fonction de transfert suivante [28]: 

 𝐺(𝑠) =
1

1.69 + 6009.5𝑠0.97 + 14994𝑠1.31 (25) 

Les deux modèles constituent la base de modèles sont 
données par : 

 
𝐺1(𝑠) =

1
6011.19 + 14994𝑠

et   𝐺2(𝑠) =
1

1.69 + 6009.5𝑠 + 14994𝑠2

 (26) 

L’évolution de la sortie multimodèle, en appliquant un 
échelon unitaire à l’entrée, est présentée par la figure 6. Cette 
figure montre que l’implémentation de l’approche proposée 
offre une bonne modélisation du système considéré. En effet, 
la sortie multimodèle suit la sortie du système avec une très 
faible erreur comme le montre la figure 7. 

 
Fig. 6  Evolution des sorties système et multimodèle 

 
Fig. 7  Erreur absolue entre la sortie du système et la sortie multimodèle 

En comparant les résultats obtenus en appliquant la 
technique de modélisation proposée, par rapport à celle 
exploitant l’approximation d’Oustaloup (cf. paragraphe II-C) 
sur la bande de fréquence [10−6, 106]  avec 𝑁 = 8 , on 
remarque que la première a donné des résultats meilleurs. 
Cela parait clair sur les figures 8 et 9. 

 
Fig. 8  Evolution des sorties système, multimodèle et Oustaloup 
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Fig. 9  Evolutions des erreurs absolues entre les sorties 

VI. CONCLUSION 
Ce travail présente une nouvelle approche de modélisation 

des systèmes d’ordre fractionnaire. Cette approche fournit 
une représentation multimodèle modélisant la dynamique du 
système fractionnaire par des modèles d’ordre entier. En effet,  
la base de modèles est constituée par des modèles extrêmes 
dont les ordres représentent les entiers limites encadrant à 
gauche et à droite l’ordre non entier du système initial. Les 
résultats des simulations prouvent l'efficacité de l’approche 
de modélisation proposée. 

Une étude comparative menée sur les résultats donnés par 
la modélisation par une fonction d’ordre fractionnaire 
approximée par un modèle d'ordre entier (méthode 
d’approximation d’Oustaloup) et celles donnés par 
l’implémentation de l’approche proposée, a montrée que cette 
dernière offre de meilleurs résultats en terme de précision. 
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